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Resumen:

El propdsito de este articulo es aplicar un modelo recientemente aparecido en la literatura sobre
programacion compromiso en la produccidon conjunta, para obtener unos pesos o precios, que sirvan
como vehiculos de imputacion a los costos no directamente imputables. El modelo se basa en teoremas
de enlace entre el analisis multicriterio (MCDM) y las fronteras eficientes de produccién multiple. Los
pesos obtenidos poseen importantes propiedades, y en especial, son invariantes respecto al ramillete de
productos elegido en el proceso de produccion.

El modelo confia en dos asumciones plausibles. La primera de ellas consiste en suponer que los
ingresos-sombra deben cubrir los costos totales de produccion, cuando ambas variables se evaluan en
términos de contabilidad interna. La segunda hipotesis establece que el modelo debe evitar sesgos
evaluatorios en favor de cualquiera de los productos que constituyan el ramillete. Se demuestra que
los 6ptimos precios-sombra son inversamente proporcionales a los valores ancla de la programacion
compromiso, siempre que el punto antiideal sea nulo. En caso contrario, se llega a una formula de
imputacion algo més complicada, pero suficientemente operativa.

1. Introduccion

Los escenarios donde se obtiene un producto unico reciben el nombre de produccion simple. En
estos casos, el empresario trabaja con m factores de produccion (insumos), cuyas cantidades son vy,
V2,......,Vm, Y recoge al final del proceso una cantidad de producto x. Es evidente que x depende del
paquete de insumos (vy, Va,......,Vm).

Pero en la mayoria de los procesos productivos, se dan situaciones de produccion conjunta o
multiple, en las que se obtienen n productos Xxi, X,...., X5, mediante el empleo de unos recursos o
inputs, que en muchas ocasiones son compartidos por varios de dichos outputs. Se plantea entonces el
problema de imputar el consumo de los recursos comunes a los productos en que intervienen.

En el presente trabajo se realiza una propuesta alternativa de asignacién de criterios de
imputacioén de los costes comunes, conjuntos o de estructura en la produccidon conjunta o multiple,
basada en el analisis compromiso. Este método seria un caso particular del procedimiento de realizar
una imputacién en funcion de los precios de los productos, de gran utilidad en aquellos casos en que
los outputs o productos carecen de precio de mercado.

Esta circunstancia se puede dar, al menos, en dos ocasiones muy frecuentes:
1) En el caso de la produccion de productos/servicios en el sector publico, ya sea el sanitario,
ya sea el de informacidn-documentacion, etc., en los cuales al financiarse via impuestos el

ciudadano no paga, directamente, por el uso de los outputs o productos finales.

2) En la contabilidad de costes, existen ciertas secciones, llamadas intermedias las cuales
contribuyen al proceso de produccion que se llevan a cabo en otras secciones de la misma
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empresa. Las secciones intermedias producen servicios o bienes intermedios que se ponen a
disposicion de las secciones finales como insumos, pero el precio interno a asignar a estos
bienes intermedios no esta claramente determinado, sino que resulta de una distribucion de
costos entre las secciones que reciben los insumos intermedios.

Se trata, pues de llegar a una solucion suficientemente precisa al problema de imputar costos
internos en ambos casos, y, en general, en todos aquellos en los que el precio de los productos se
desconoce.

2. Metodologia

La Programacion Compromiso (CP) es un area de analisis multicriterio que ha cobrado especial
importancia en la literatura actual sobre decisiones y sistemas operativos. En esencia, el método CP
consiste en establecer un punto ideal, que se complementa a veces, con un punto opuesto llamado
antiideal. Las coordenadas del punto ideal reciben también el nombre de valores ancla, mientras que
las coordenadas del antiideal se denominan con frecuencia valores nadir. Segliin el axioma de Zeleny
(1.982), el centro decisor tiende a aproximarse lo mas posible a su punto ideal, alejandose también lo
mas posible, de su punto nadir. Esta base axiomatica reposa en investigaciones realizadas dentro de la
psicologia experimental (Coombs,1.958). Ahora bien, la medida del acercamiento o alejamiento
requiere usar una determinada métrica, ya que la métrica euclidiana no es siempre la idonea. Asi pues,
se contempla una abanico de métricas desde h=1 hasta h tendiendo a infinito. Como acabamos de
indicar, la métrica euclidiana h=2 es un caso particular pero relativamente poco usado hasta ahora. Las
distancias a los puntos ideal y antiideal se ponderan con pesos preferenciales, que se estiman mediante
didlogos interactivos entre el centro decisor y los analistas (Zionts y Wallenius,1.976). De este modo,
el centro decisor pone de manifiesto su criterio sobre la importancia relativa que concede a cada
atributo. De acuerdo con el teorema de Yu (1.985), todas las soluciones compromiso para las diversas
métricas desde 1 hasta infinito se encuentran ubicadas en el llamado conjunto-compromiso sobre la
frontera eficiente que separa los puntos accesibles de los inaccesibles. Se demuestra que los limites del
conjunto-compromiso acotan el dptimo de utilidad bicriterio para centros inversores estandar (teorema
Ballestero y Romero, 1991). Si el centro decisor tiene preferencias particulares por ciertos atributos, el
optimo de utilidad bicriterio se encuentra acotado entre la solucién compromiso con métrica infinito y
la solucion para utilidad lineal (teorema de Ballestero, 1998).

Dentro del esquema compromiso, la asignacion de precios sombra (que serviran luego para
imputar costes) se desarrolla como sigue. Estos precios-sombra o pesos no son preferenciales, sino que
obedecen a leyes de produccion y reglas de contabilidad interna asentadas en la literatura.

Supongamos una cesta de productos, definida a través del siguiente vector (Xi, Xa,.. ,Xj,.., Xpn),
obtenida en un proceso de produccion multiple o conjunta, con un nivel de recursos K;. Los precios de
los inputs o recursos K; utilizados en la produccién conjunta son conocidos, a partir de los cuales se
puede obtener el coste en que se incurre para producir la cesta de productos, dentro de la frontera de
produccion posible. Este coste total o agregado lo llamaremos R;. A su vez, este coste total se
descompone en dos sumandos, el coste directo R4 que no es necesario imputar porque se asigna
directamente a los productos, y el coste indirecto R que si es preciso imputar, de manera que Ry =R +
Rq.

Dicho de otro modo, el consumo de los recursos K; suponen unos costos directos R4 mas otros
indirectos R que el analista debe distribuir entre los productos finales. Estos costes directos R4y dan
lugar a una componente del precio de los productos, p4i, perfectamente definida. Si prescindimos de
estos recursos K4 que se imputan directamente a cada producto, surge el problema de imputar los
costos restantes indirectos correspondientes a los recursos K, los cuales contribuyen al proceso
productivo en mayor o menor medida sin que existan relaciones de proporcionalidad ni funcionales



directas aplicables a la imputacion. Para estos costes indirectos R el analista necesita establecer unos
precios sombra w;, de tal forma que la suma w; + pg; dan lugar al precio sombra total p;.

La frontera de produccion posible o eficiente o relacion de trueque marginal, que separa los
puntos accesibles de los inaccesibles, formada por las restricciones en el modelo de programacion
lineal, se expresa de la siguiente manera:

T (X1, X2,.000, Xpn) = K
Por otro lado, se tienen los valores ancla, mas altos, o ideales que pueden tomar los productos:
(x*1, x*,....x%,)
y los valores nadir, mas bajos o no-ideales que pueden tomar los productos:
(X*l, D, Cl IO X*n)
Un sistema de precios-sombra perfecto y consistente debe cumplir dos condiciones:
Primera condicion

El valor-sombra agregado de los productos con tales precios (valor-sombra de la cesta de
productos) debe cubrir el costo total de los recursos K.

De la misma manera, el valor-sombra Q correspondiente exclusivamente a los precios sombra
wi, de la cesta de productos debe ser mayor o igual que el coste indirecto R en que se incurre para
producir esos productos, pues de lo contrario la empresa incurriria en pérdidas. Esto es:

n n

QZZ (pi—Pdi)*Xi:Z wi *x; 2 (Re=Rg) =R [1]

Siendo p; = precio sombra total = w; + pg;

n
En resumen, todo valor de cesta sombra Z wi * x; asignado a cada ouput (xy, ....Xj,.....Xy) que
i=l

puede ser producido con el nivel de recursos K debe cubrir los costes indirectos R de K .

Por ejemplo, supongamos un proceso de produccion conjunta en un centro de atencion primaria
de salud que produce consultas (x;) y analiticas (X;), y una frontera de producciéon o relacion de
intercambio o de sustitucion, para el recurso de personal (que es el tnico comun, todos los demas
recursos son directos y se asignan directamente a cada producto), dada por:

X1 + 3 x, = 60 equivalente a x1/60 + x,/20 =1
Si el coste conjunto o indirecto de mano de obra en que se incurre al producir las cestas (60,0),
(30,10), (15,45) y (0,20), todas ellas situadas en la frontera eficiente es de 300 u.m., y el valor-sombra
o ingreso-sombra de cualquier cesta de la frontera es:

Q=w; *(60-3*x;) + w, * X

Se ha de cumplir que:



Q=w; *(60 -3*x;) +w, *x,>300

Los valores ancla o ideales de x; y x, son 60 y 20 respectivamente, pues son las cantidades
maximas que se pueden producir dentro de la restriccion frontera, y los valores no-ideales o nadir
serian para ambos productos 0.
Segunda condicion

El margen de produccion Q — R, entre el valor-sombra de la cesta de productos y el coste de los
recursos conjuntos o indirectos consumidos en su produccién, debe ser estimado de forma prudencial
evitando sobreestimaciones.
Ambas condiciones se pueden unir de la siguiente manera:

Min (Q - R)

restriccion Q = Z w; *x;,2R [2]

i=1
donde la minimizacion restringida se extiende a cualquier cesta de productos dentro de la frontera. De
esta manera, los precios sombra minimizaran cualquier diferencia entre un valor sombra de la cesta y

el coste de los inputs conjuntos utilizados, al mismo tiempo que se aumenta la riqueza de la empresa.

En los teoremas que se enuncian a continuacion (Ballestero y Romero, 1993), se obtienen los
precios-sombra que cumplen las dos condiciones [2].

Teorema I:

Sea una frontera de produccién eficiente, interceptando cada eje x; en un punto
(0,......x%,.......0), todos los anti-ideal (x+;) son nulos y el valor de R es real y positivo, los pesos tales

se demuestra que son los Unicos que satisfacen [2], y son, por tanto, precios-sombra perfectos y
consistentes.

Teorema 2:
Sea una frontera de produccion eficiente, interceptando cada eje xi en un punto
(0,.....x%,.......0), los valores anti-ideal (x+) no son todos nulos, sino que hay alguno distinto de cero y

el valor de R es real y positivo, los pesos tales como:

W* (X*]- X51) = o= W (XFX5) = = W¥y (X¥p-Xen) =T

siendo r=

* .

X7i

+y =
i=1 x*i_x*i

se demuestra que son los Unicos que satisfacen [2], y son, por tanto, precios-sombra perfectos y
consistentes.



3. Aplicaciones y resultados
Caso 1.- Todos los puntos nadir son nulos

Sea un hospital de agudos en cuya seccion intermedia de Laboratorio produce 3 clases de
andlisis A, B y C. Dichos andlisis consumen en cantidades diferentes los recursos de personal,
materiales reactivos y equipos, los cuales se utilizan todos ellos de manera conjunta y se disponen en
cantidades limitadas, de acuerdo con las siguientes relaciones o restricciones:

XA + xg + Xc < 30 para el personal
XA T 2 xg + 4 xc <100 para los materiales
3 xp +Xg + 6 X¢ < 60 para los equipos

Donde:

X = numero de andlisis de A producidos
xg = numero de analisis de B producidos
xc = numero de andlisis de C producidos

Ademas, es posible no producir cualquiera de los tres andlisis en un periodo determinado, con
locual x>0, x>0, xc=>0,y, en consecuencia, los valores nadir son nulos para los tres
productos.

De acuerdo con las restricciones anteriores, los valores ancla de los tres productos son':
xa = 20, definido en la restriccion de equipos, correspondiente a la cesta de productos (20,0,0)
xg = 30, definido en la restriccion de personal, correspondiente a la cesta de productos (0,30,0)

xc = 10, definido en la restriccion de equipos, correspondiente a la cesta de productos (0,0,10)

Se sabe que los costes correspondientes a los tres recursos de producir cualquier cesta de
productos A, By C, situada en la frontera eficiente es de 500.

Segun el teorema 1, los precios sombra ws, Wg y Wc para los tres recursos alcanzaran los
siguientes valores:

wa=500/20=25
wg =500 /30 = 16,66
wc=500/10=50

Veamos su comprobacion, se ha de cumplir el siguiente sistema:

Min WA XA + Wg Xg + Wc Xc — 500
Restriccion wa xa + wg Xg + we Xc > 500

para cualquier punto de la frontera eficiente.
La frontera eficiente viene definida por las tres restricciones y en ella se encuentran infinitos

puntos. Se trata de encontrar varios puntos de la frontera eficiente y aplicar el sistema de programa
lineal anterior. Obviamente, los tres valores ancla anteriores se encontraran en la frontera eficiente.

! Los valores ancla se obtendran calculando el valor maximo que puede alcanzar cada producto en cada restriccion, y dado
que se trata de restricciones se elegira el minimo de todas las restricciones. De esta manera el valor elegido (minimo de
los maximos) se encontrara en la frontera eficiente.



Una forma sencilla de obtener otros puntos de la frontera es hallando los vértices de la frontera
mediante el calculo de las soluciones basicas. Estas soluciones basicas se obtendran resolviendo el
siguiente sistema de ecuaciones:

XA+XB+Xc+VH1:30
XA+2XB+4Xc+VH2:100
3xp+txg+6%xc+ VH;=60

donde VH,, VH; y VHj son las variables de holgura. Como se tienen 6 variables y 3 ecuaciones, dan
lugar a 20 sistemas de 3 ecuaciones con 3 incognitas, con lo cual se obtienen 20 soluciones basicas o
vértices de la frontera eficiente, y de esas 20 se eligen solo las positivas, para que tenga sentido
econdémico.

Un ejemplo de ellas son (1, 23.4, 6), (0, 24, 6), (15,15,0), (19.3, 2, 0), (20,0,0), (0,30,0) y
(0,0,10).

Otra forma de obtener puntos de la frontera eficiente seria buscar valores que satisfagan la
igualdad en una restriccion y no cumplan las otras dos restricciones.

Aplicando el sistema de programacion lineal a los valores anteriores, se tiene:

Min 1 wa + 23,4 wg + 6 we — 500

@)

Min 24 wg + 6 wc — 500
0)

Min 15 wa + 15 wg — 500
@)

Min 19,3 wa + 2 wg — 500
@)

Min 20 wa — 500

@)

Min 30 wg — 500

0)

Min 10 wc — 500
Sujeta cualquiera de ellas, a las restricciones:

1 wa+23,4wp+6we>500
24 wg + 6 wc 2 500

15 wa + 15 WBZ 500

19,3 wa +2 wg 2 500

20 wa 2500

30 wg = 500

10 we = 500

cuyo resultado coincide con lo esperado.
Caso 2.- Algun punto nadir es no nulo
Sea una explotacion agricola que produce 4 cultivos: trigo, cebada, maiz y arroz, para lo que

dispone de recursos: superficie, agua y mano de obra en cantidades limitadas. Las restricciones que
definen la frontera de produccion eficiente son:



Xt + Xc + XM+ Xa < 250 para el recurso superficie
8 xr+ 2 xc +20 xym + 25x4 £2.000 para el recurso agua
xT+ Xc + 3 xpm + 4 x4 <600 para el recurso mano de obra

Donde:

x7 = Numero de hectareas cultivadas de trigo
xc = Numero de hectareas cultivadas de cebada
xm = Numero de hectareas cultivadas de maiz
xa = Numero de hectareas cultivadas de arroz

Ademas, por cuestiones de autoconsumo en la explotacion se deben producir cebada y trigo en

las cantidades:

Con lo cual los valores ancla y nadir son:

x*r =235 obtenido en la primera restriccion xx1 = 20
x*c= 230 obtenido en la primera restriccion Xxc =15
x*y = 90,5 obtenido en la segunda restriccion X =0
x* 5 = 72,4 obtenido en la segunda restriccion Xxa =0

Los costes agregados de los tres recursos para cualquier cesta de productos situadas en la
frontera eficiente son de 7.600. En consecuencia, los precios sombra para los tres recursos se
obtendran de acuerdo con el teorema 2.

whr (235- 20) = wkc (230-15) = why (90,5-0) = w* » (72,4-0) =

7.600
20 15 0 0
+ - +
235-20 230-15 90,5-0 72,4-0

)

1+(

De donde resulta:

w*r = 30,4
w*c=30,4
wHv= 72,22
w¥a=90,27

Estos resultados los podemos comprobar igualmente, aplicando la técnica de programacion

lineal a diversas cestas de productos de la frontera eficiente. Algunas de estas cestas de productos o
conjunto de valores de la frontera se pueden obtener utilizando los valores ancla y nadir, con los cuales
se pueden deducir los siguientes puntos (235,15,0,0), (20,230,0,0), (20,15,90.5,0) y (20,15,0,72.4)

Otros puntos de la frontera, se podrian obtener maximizando una funcidn objetivo cualquiera,

sujeta a las restricciones del problema, pero obligando a que pertenezcan a una o a varias rectas de la
frontera, por ejemplo:



max=xt+Xc+xXm+Xxa
Restricci:

XTHXcHXMTX A:250,
8*X1H2*X+20*xM+25%x4<=2000;
XT+Xc+3 *XM+4*XA<:600;

x>=20;

xc>=15;

De esta manera se obtienen varios puntos de la frontera eficiente, haciendo variar la funcion a
maximizar y aplicando el signo igual a una o a varias de las restricciones.

Algunos de estos puntos son: (230,15,0,5), (20,170,0,60), (30,162.6, 0,57.4) y (35,159,0,56)
El programa lineal a aplicar para la resolucion de los precios-sombra sera:

min=235*xr+15* xc -7600;

20* x1 +230* xc =7600;

20%* x1 +15* xc +90.5* xp =7600;
20* x1 +15% xc +72.4% x4 =7600;
230* x1 +15% xc +5% XA >=7600;

20* x1 +170* xc +60* xA >=7600;
30* x1 +162.6* xc +57.4% x5 >=7600;
35% x1 +159* xc +56* x5 >=7600;
235* xt +15% xc =7600;

con el que se obtiene el mismo resultado que el obtenido en el teorema.
4. Conclusiones

A pesar de que el método CP se trata de una técnica un tanto compleja por el aparato
matematico que utiliza, su aplicacion a la contabilidad de gestion resulta sumamente sencilla a través
de los teoremas 1 y 2, y resuelve perfectamente, de manera objetiva, el problema de asignacidon de
precios a los productos en la produccion multiple.
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